Equacoes Diferenciais Ordindrias Escalares

de 12 Ordem Separaveis

dy  g(t) dy
TR & f(y)g = g(t),

com g, f funcdes reais continuas.

Objetivo: Escrever o lado esquerdo da equacdo como a
derivada da funcdo composta

FUO) G = GO = 5 IFO),

Fly) = / F(y)dy.

tal que a equagao se escreve como

Fy(t) = g(t) & Fly(t)) = / g(t)dt+C, CeR




Exemplo:




Teorema (Func¢do Implicita): Seja ®(¢,y) uma fungdo de
classe Ct e ®(tg, 1) = 0. Entio, se

0P

a—y(t()) yO) # 07

existe uma vizinhanga U de (ty, yo) e uma fungdo
f:ICR — Rdeclasse C!, com ty € I, f(ty) = yo tal que

(ty)eU, oty =0sy=/f1)




Teorema: Considere-se o problema de Cauchy para a EDO

separavel
dy — g(t)
— ) y(t()) = Yo,
dt  f(y)
com ¢, f funcdes reais continuas em vizinhancas,
respetivamente, de t; e yo, com f(y) # 0.

Ent3o existe solugdo unica y :|tg — €, ty + €|— R, para algum
e > 0, a qual é dada implicitamente por

t

Fly) = F(yo) + /

to

glo)ds.  com Fly)= [ fwdy




Exemplo Particular de Equacoes Separaveis

EDOs Autonomas

dy
E—f@)

Definicio: Chamam-se pontos de equilibrio de uma EDO
auténoma as solugBes constantes y(t) = c.

Proposicdo: A fun¢do constante y(t) = ¢ é solugdo de

Z—?Z = f(y) se e sé se f(c) =0, i.e. os pontos de equilibrio de

uma EDO auténoma s3o precisamente os zeros de f(y).

Definicao: Os pontos de equilibrio de EDOs auténomas
classificam-se como estaveis ou instaveis. Diz-se que uma
solucdo y(t) = c é estavel se, qualquer que seja € > 0, existe
0 > 0, tal que solucées com condicdes iniciais a distancia
inferior a 0 de ¢ se mantém para tempos futuros, na
vizinhanca ¢ de y(t) = c. E instavel em caso contrario.




Equacoes Diferenciais Ordinarias Escalares
de 12 Ordem Exatas

Definicdo: Diz-se que uma equacao diferencial ordinaria
escalar, de primeira ordem

dy
M(t,y) + N(t,y)— =0,

é exata se existe ¢ : ) C R?> — R tal que

0¢
M(t,y) =— N(t,y) = —
(ty) =~ (¢, )
ou seja, se e s6 se o campo (M (t,y), N(t,y)) é um campo
gradiente (ou conservativo). Nesse caso, a solugdo geral é
dada implicitamente por

o(t,y) = c, c € R,

garantindo existéncia e unicidade local, na vizinhanca duma
condicdo inicial y(tg) = yo, pelo teorema da fun¢do implicita,

se 52 (to, yo) = N(to, %) # 0.




Proposicao: Considere-se uma equacao diferencial ordinaria
escalar, de primeira ordem

dy

com M, N : Q C R? — R de classe C'}(2). Ent3o:

e ¢é condicao necessaria para ser exata que o campo
(M(t,y), N(t,y)) seja fechado em €2, ou seja, que

oM ON
oy Ot

e ¢é condicdo suficiente para ser exata que o dominio
seja simplesmente conexo e o campo (M(t,y), N(t,y))
seja fechado em ().




Equacoes Diferenciais Ordinarias Escalares

de 12 Ordem Redutiveis a Exatas

Definicdo: Diz-se que uma equacao diferencial ordinaria
escalar, de primeira ordem

dy
M(t,y) + N(t,y)— =0,

com M, N : Q C R? — R de classe C*(Q2) num conjunto
simplesmente conexo ¢} é redutivel a exata se existe

Q) C R? = R tal que
O

—M
oy T

oM o ON
— N _—
oy ot Mo

ou seja, se e s6 se o campo (u(t,y)M(t,y), u(t,y)N(t,y)) é
um campo gradiente (ou conservativo).
Quando tal funcao 1 existe, denomina-se fator integrante.




Proposicao: Dada uma equacao diferencial ordinaria escalar,
de primeira ordem

dy

com M, N : Q C R* — R de classe C'(£2) num conjunto
simplesmente conexo () é redutivel a exata com

o Fator integrante = u(y) se (%]X -~ %]\;)/M é apenas
funcdo de y. Nesse caso, obtém-se o fator integrante
pela solugdo da EDO (em y)

ON oM

d:u ot oy
o H
dy M

o Fator integrante p = u(t) se (%A; - %JX)/N é apenas

funcdo de t. Nesse caso, obtém-se o fator integrante
pela solu¢do da EDO (em t)

oM _ ON
dpe oy T ot
- "

dt N




